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Resumo. A analise de sistemas dinamicos ndo-lineares a partir de sinais experimentais
aponta para a necessidade de se obter conclusdes sobre a dindmica do sistema sem conhecer
detalhes sobre 0 seu comportamento. A idéia basica da reconstrucdo do espaco de estado
esta calcada no fato de que a historia temporal de um sinal contém informacdes sobre
variaveis de estado ndo observaveis que podem ser usadas para prever um estado presente.
Este trabalho apresenta uma revisao sobre as técnicas de reconstrucéo do espaco de estado,
aplicando-as a andlise do péndulo ndo-linear. Para efeito de andlise, considera-se um sinal
gerado a partir de uma simulagéo numeérica. Discutem-se 0os movimentos periédico e cadtico.
Inclui-se também a analise da reconstrucéo do espaco de um sinal cadtico com ruido. Os
resultados mostram que o espaco de estado reconstruido € similar ao espaco original.
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1. INTRODUCAO

O estudo de sistemas fisicos ndo-lineares tem ganho grande importancia desde os anos
60, quando E. Lorenz desenvolveu estudos sobre a imprevisibilidade de fendmenos
meteorolégicos. A dindmica desses sistemas apresenta uma série de caracteristicas nao
observadas nos sistemas lineares. A possibilidade de que os sistemas dindmicos se comportem
de maneira imprevisivel motiva uma érea de pesguisa atualmente conhecida como caos. A
imprevisibilidade e a forte dependéncia das condicfes iniciais sdo as principais caracteristicas
do comportamento cadtico.

Muitas éreas do conhecimento tém se deparado com este tipo de comportamento, dentre
as quais vale destacar a engenharia (Moon, 1998; Piccoli & Weber, 1998; Mees & Sparrow,
1987), amedicina (Goldberger et al., 1990), a ecologia (Schaffer, 1985), a biologia (Hassell et
al., 1991) e a economia (Peel & Speight, 1994). Isto tem motivado estudos que reavaliem as



concepcgdes tradicionais, utilizando métodos analiticos, numéricos e experimentais
aternativos.

Inimeras pesquisas sdo dedicadas a estudar sistemas dindmicos descritos por modelos
matematicos simples. A despeito da simplicidade de um determinado modelo, sua resposta
dinémica pode exibir um comportamento bastante complexo. Matematicamente, existem dois
tipos de abordagens utilizadas no estudo de sistemas dinamicos. equacOes diferenciais e
mapas. Alligood et al. (1997) colocam que “obviamente, a idéia de que um experimento real
possa ser governado por um conjunto de equacfes € uma ficcdo. Um conjunto de equactes
diferenciais, ou um mapa, pode modelar um sistema apenas da forma suficiente para fornecer
resultados Uteis’. Nesse contexto, torna-se importante responder a seguinte questdo: E
possivel obter conclusdes sobre a dindmica de um sistema sem conhecer detalhes sobre o seu
comportamento? Ou, em outras palavras, € possivel conhecer a dindmica de um sistema que
ndo possui um modelo matematico estabel ecido?

A definicdo ou a modelagem de um sistema necessita ser representada através de
informagdes que sdo denotadas como o estado deste sistema. De uma maneira geral, um
experimento ndo mede todas as varidveis de estado do sistema e, usuamente, tem-se
disponivel aevolucdo no tempo de apenas umavariavel de estado. Dessa forma, € interessante
analisar o sistema dinamico a partir dessa série temporal 0 que é feito a partir de técnicas de
reconstrucéo do espago de estado.

A reconstrucdo do espaco de estado baseada no método da defasagem no tempo (time
delay) tem provado ser uma poderosa ferramenta na anaise de sistemas fisicos néo-lineares
com comportamento cadtico (Ravindra & Hagedorn, 1999). As idéias fundamentais sobre a
técnica sdo creditadas a Ruelle (1979), Packard (1980) e Takens (1981), e uma de suas
principais caracteristicas é a preservacdo dos invariantes geométricos do sistema (dimensdo
fractal, expoente de Lyapunov e outros).

Normalmente, ndo se sabe a priori quantas e quais sdo as variaveis de estado de um
sistema dindmico o que dificulta a determinagdo da sua dimensdo. Assim, antes de se
reconstruir o espaco de estado faz-se necessario determinar a dimenséo de imersdo do sistema
(embedding dimension), definindo um conjunto de coordenadas que serve como base para a
reconstrucdo do espaco de estado. Um dos métodos mais eficientes para a determinacéo dessa
dimensdo é o método das falsas vizinhangas (false neighbours) (Kennel et al., 1992).

Este trabalho apresenta uma discussdo sobre a técnica da defasagem no tempo,
aplicando-a na andlise do movimento do péndulo simples ndo-linear. O péndulo ndo-linear é
um problema cléssico no estudo do caos, mas sua andlise a partir da reconstrucdo do espaco
de estado ainda ndo esta disponivel na literatura. O principal objetivo deste trabalho é
comparar 0 espaco reconstruido com o espaco origina gerado através de uma simulagdo
numerica. Dessa forma, uma vez que a dimensdo do sistema € conhecida, ndo se discutem as
técnicas para determinagdo da dimensdo de imersdo. Inicialmente, apresentam-se alguns
resultados obtidos a partir de simulagbes numéricas. Em seguida, elege-se uma variavel de
estado como sinal do sistema, fazendo a andlise desse sinal através da técnica de FFT (Fast
Fourier Transform) para avaliar o tipo de resposta desse sistema. Posteriormente, faz-se a
reconstrucao do espago de estado através da técnica da defasagem no tempo. Os espacos de
estado obtidos numericamente e a partir das técnicas de reconstrucdo mostram-se
semel hantes.

2. RECONSTRUCAO DO ESPACO DE ESTADO

A idéia basica da reconstrucéo do espaco de estado, ou de fase, esta calcada no fato de
gue a histéria temporal de um sina contém informacges sobre varidvels de estado ndo
observaveis que podem ser usadas para prever um estado presente.



Considere entdo uma série temporal, s(t), que representa a trgjetéria de um dado sistema
dindmico. O espago de estado do sistema pode ser reconstruido a partir desta série
considerando a técnica da defasagem no tempo (time delay). Esta técnica foi inicialmente
proposta por Rulle (1979) e Packard (1980) e posteriormente por Takens (1981) e Sauer et al.
(1991). A idéia basica datécnica é tragar s(t) versus s(t+ 1), onde T é uma defasagem (delay).
Este procedimento € motivado pelo fato de que a trgjetdria representada no espaco de fase
reconstruido possui propriedades similares ao espaco de fase original, sendo topol ogicamente
equivalentes (Moon, 1992).

2.1 Técnica da Defasagem no Tempo (Time Delay)

Nos primeiros trabalhos sobre reconstrucdo do espaco, s(t) era tragcado em funcéo de
s(t+1). Um problema imediato dessa abordagem é a alta correlacdo existente entre s(t) e
s(t+1), fazendo com que o0 espago de fase torne-se fortemente alinhado na diregdo (1, 1),
causando resultados destorcidos. Por um outro lado, se o valor da defasagem for muito
grande, a distancia entre os dados considerados na formagdo do vetor de defasagem é grande,
e eles podem ndo serem suficientes parareproduzir adindmicado sistemaoriginal.

Se o sinal experimental é representado por s(n), n =1, 2,... N, onde N é o niUmero tota
de amostras, entéo o vetor reconstruido € dado por:

u(n) ={s(n),s(n+71),...,s(n+(d -11)} Q)

onde d € a dimensdo de imersdo do sistema escolhido de tal maneiraque d > 2da + 1, sendo
da adimensdo do atrator. u(n) representa a dinamica reconstruida na imersao.

Os resultados de Takens (1980) garantem que o atrator reconstruido e o origina séo
difeomorficos. Além disso, a sé&ie temporal de uma Unica variavel é suficiente para a
reconstrucdo desde que a dimensdo de imersdo sgja suficientemente grande (Takens 1980;
Sauer et al., 1991). Assim, a escolha correta da defasagem 1 e da dimensdo de imersdo d sdo
de extrema importancia para a identificacdo dos invariantes geométricos. Mostrando a
importancia da escolha correta do parametro de defasagem, em uma conferéncia em Berlim
no ano de 1986, foram apresentados cinco trabahos diferentes sobre a sua escolha na
reconstrucdo do espaco de fase.

Algumas técnicas como o método do valor singular global (global singular value
method) (Broomhead & King, 1986) e a fungdo de autocorrelacéo (autocorrelation function)
(Box & Jenkins, 1994), foram desenvolvidas para avaliar o parametro de defasagem e
apresentam aguma eficiéncia. No entanto, € o méodo da informagdo muatua (mutual
information method) (Fraser & Swinney, 1986) que apresenta melhores resultados o que
tornou sua aplicagdo mais difundida.

2.2 Método da Informacéo M Gtua
Fraser & Swinney (1986) estabelecem que o valor da defasagem 7 corresponde ao

primeiro minimo local dafuncéo de informacdo mutua I(7), quando este existir. Esta funcdo &
definida da seguinte forma,

O P(s(n),s(n+1)) U
P(s(n)P(s(n+1)H

(1) = NZP(s(n),s(n +1))log, @



onde P(s(n)) € a probabilidade da medida s(n), P(s(n+1)) € a probabilidade da medida s(n+1),
e P(s(n), s(n+1)) é a probabilidade da medida combinada de s(n) e s(n+1) (Fraser & Swinney,
1986).

As informagdes mutuas ndo sdo fungdes das variaveis s(n) e s(n+1), mas sim, de um
funcional da probabilidade combinada de s(n) e s(n+1). Se s(n) e s(n+1) sdo iguais, entdo I(1)
€ maximo, especificando a precisdo relativa das medidas em bits, isto € 0 quanto de
informagdo uma medida fornece sobre uma segunda medida de uma mesma variavel. Por
outro lado, se s(n) e s(n+1) sdo completamente independentes, o argumento do termo
logaritmico é a unidade e 1(7) = 0. Dessaforma, ao tracar |(7) em funcdo de 1, o melhor valor
da defasagem corresponde ao valor de T no primeiro minimo local. Com isso, garante-se que o
espaco de fase reconstruido é topologicamente equivalente ao espaco de fase do sistema
dindmico original.

Este método, baseado em histogramas, demonstrou ser eficiente para séries temporais
geradas por computador. No entanto, Berger & Minis (1995) afirmam que em séries
temporais com ruido, oriundas de sinais experimentais, sua aplicacdo € ineficiente. Nestes
casos, Kennel (1990) sugere o uso de uma nova técnica adaptativa para estimar a funcéo de
probabilidade, em substituicdo aos histogramas, mostrando ser altamente eficiente no clculo
dainformac&o mutua para séries temporais com ruido.

3. PENDULO NAO-LINEAR

Considere um péndulo ndo-linear onde 6 define sua posicdo, o é o coeficiente de
amortecimento viscoso linear e w, esta associado a freqliéncia natural do sistema. Admite-se
um forcamento harmonico sendo p a amplitude e Q afreqiéncia de forcamento. A equacéo de
movimento do sistema esta apresentada a seguir.

6+a 6+w?sen(8) = p cos(Qt) ©)

Esta equacdo pode ser reescrita como um sistema de equacfes de primeira ordem,
u=f(ut),udR?, onde u =x=60 e u,=y=0. Andisando o significado fisico do
movimento do péndulo, identificam-se dois pontos de equilibrio: (0,0) e (170). O
deslocamento do péndulo limita-se ao intervalo 8 = (0,+7), no sentido positivo, 8 = (0,-7), no
sentido negativo, caracterizando uma variagéo de posicdo de 27t Esse tipo de espaco de fase
representa a superficie de um cilindro obtido através do produto topoldgico de uma
circunferéncia (S') e uma reta (RY). Assim, os pontos (+770) e (-7t0) s idénticos, pois
representam a mesma posi ¢ao.

Neste trabalho, simulagdes numeéricas so realizadas a partir do método Runge Kutta de
guarta ordem com passos menores que At = 277/ 100. Para todas as simulagtes estudadas
consderasea=02ewn=0Q =1,0.

3.1 Movimento periodico
Considere uma amplitude de forcamento p = 2,56. Nesse caso, 0 péndulo apresenta um

movimento periddico de periodo-2. A Fig.1 mostra a orbita deste movimento em regime
permanente, no espaco de fase cilindrico e rebatido no plano.
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Figura 1 - Orbita de periodo-2. (a) Espaco de fase cilindrico; (b) Espaco de fase plano.

Neste ponto, elege-se a variavel de estado x como um sinal caracteristico do péndulo.
Esse sina representa uma simulagdo de um sinal experimental ideal (sem ruido). A andlise
através da FFT (Fast Fourier Transform) permite identificar as frequéncias envolvidas no
movimento (Fig.2). O espectro de freqiéncia é discreto, apresentando um numero finito de
fregliéncias, neste caso igual a2, o que confirma uma resposta de periodo-2.
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Figura 2 - FFT daresposta de periodo-2.

Considere agora a reconstrucdo do espaco de estado a partir da técnica da defasagem no
tempo. A Fig.3a mostra a relagéo entre a informacéo mutua e o tempo de defasagem, para as
mesmas condic¢des do exemplo anterior (periodo-2). Este caso apresenta uma dificuldade para
determinar o valor ideal da defasagem. A utilizagdo do primeiro minimo local ndo apresenta
bons resultados. No entanto, dividindo a curva em regides definidas a partir dos dois
primeiros pontos de maximo global (linha vertical), pode-se considerar o minimo global da
primeira regido como o valor ideal (1,319s), o que fornece resultados satisfatérios. A Fig.3b
mostra a Orbita reconstruida a partir desta defasagem. O rebatimento dos valores da variavel x
faz com que o espaco reconstruido sgja diferente do espaco de fase origina (Fig.1). Isto
ocorre, pois a variavel y ndo deveria ser rebatida, 0 que de fato acontece ao se reconstruir o
espaco a partir da varidvel x. Para eliminar este tipo de problema, faz-se uma normalizacdo
dessas variavels. Aumentando o intervalo para 471, os espacos fase original e reconstruido
tornam-se equivalentes (Fig.4).
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3.2 Movimento cadtico

Considere agora um movimento cadtico onde admite-se um forcamento p = 2,50. A
secdo de Poincaré desse movimento, obtido a partir da simulagdo numérica, esta apresentada
na Fig.5, mostrando um atrator estranho.

Mais umavez, elege-se a varidvel de estado x como um sinal caracteristico do péndulo.
A andlise através da FFT (Fast Fourier Transform) (Fig.6), mostra que o sina apresenta um
espectro continuo em um determinado intervalo, o que caracteriza o comportamento cadtico
(Moon, 1992). Considere agora a reconstrucéo do espaco de estado. A Fig.7a mostra a curva
da informacdo mutua versus tempo de defasagem. Nesse caso, a determinagdo desse
pardmetro é mais clara do que no caso do movimento periddico (7 = 2,2619s). No entanto, 0
procedimento utilizado para determinar 0 tempo de defasagem no caso do movimento
periddico continua sendo valido. A Fig.7b apresenta o atrator estranho reconstruido. O mesmo
problema encontrado para 0 movimento de periodo-2, com relacéo ao rebatimento da variavel



X no intervalo x = (-7g+ 1), também é observado no comportamento cadtico. Mais uma vez,
este problema pode ser resolvido através de uma normalizagdo das varidveis, 0 que esta
mostrado na Fig.8.
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Figura5 — Movimento cadtico: Atrator estranho no (a) Espaco de fase cilindrico;
(b) Espaco de fase plano.
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3.3. Movimento caético com ruido

Esta secdo apresenta a reconstrucdo do espaco de estado do movimento cadtico
discutido na secéo anterior, considerando um sinal com ruido. Com esse objetivo, considera-
se que o sinal é definido como sendo a variavel x somada a um ruido randémico de, no
méximo, 1/10 da amplitude méxima. A FFT do sinal esta mostrada na Fig.9 onde observa-se
gue o espectro de frequéncia é continuo em um determinado intervalo, caracterizando um
comportamento cadtico, de maneira andloga ao caso sem ruido.
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Figura9 - FFT daresposta cadtica com ruido.

Considere agora a reconstrucéo do espago de estado. A Fig.10a mostra a curva da
informagdo mutua versus tempo de defasagem. Nesse caso, 0 melhor parametro € 1 = 3,5186s
0 gue é bem diferente do calculado para o caso sem ruido. A Fig.10b apresenta o atrator
estranho reconstruido e normalizado. Deve-se observar que este atrator ndo apresenta, de
forma clara, aslamelas classicas de um atrator estranho.
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4. CONCLUSOES

Este trabalho apresenta uma revisdo das técnicas de reconstrugdo do espaco de estado,
aplicando-as na analise do movimento do péndulo ndo-linear. Utilizou-se a técnica da
defasagem no tempo, sendo o tempo de defasagem definido a partir do método da informagao
mutua. Elegendo-se como sinal avariavel x, associada a posi¢éo do péndulo, observa-se que o
espaco de estado reconstruido é topol ogicamente equivalente ao original. Para a determinagdo
do tempo de defasagem adequado, deve-se dividir a curva da informacéo mutua ver sus tempo
de defasagem em regides definidas pelos pontos de maximo, escolhendo o minimo global da
primeira regido. Estudaram-se casos de movimento periédico, cadtico e cadtico com ruido,
sendo que a reconstrucdo de todos os espagos analisados apresentaram resultados
satisfatorios, mostrando a potencialidade da técnica.
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ANALY SIS OF NON-LINEAR PENDULUM USING
STATE SPACE RECONSTRUCTION

Abstract. Non-linear dynamics analysis from time series signals points to the necessity of
answer questions about the dynamics of the system without understanding all details of the
behavior. The basic idea of the state space reconstruction is that a signal contains
information about unobserved state variables which can be used to predict the present state.
This contribution presents an overview on the techniques of state space reconstruction,
applying them to the non-linear pendulum analysis. The signal is generated by numerical
simulation. Periodic and chaotic motions are treated. A chaotic motion with noise is also
included in the analysis. The results show that the state space reconstructed is similar to
original space.

Keywords: Chaos, Non-linear Dynamics, State Space Reconstruction.



